









































るジョンソン Su 分布を仮定したパラメトリックな手法を分析・評価する．ジョンソン Su 分
布は 4 つのパラメータにより形状が決まる確率分布であり， 2 つのパラメータにより形状が決
まる正規分布を代表とする対称分布より，現実の観測分布に近似できることはまちがいない．
さらに，観測分布の歪み・尖りにも対応できる．このジョンソン Su 分布を仮定した Value-at-
Risk 推定の優位性を考察する．対称分布の中ではファットテイルな分布である双曲線正割分布
を仮定した Value-at-Risk 推定の精度が良いだろうと予測できるため，特にジョンソン Su 分布
と双曲線正割分布との比較に重点を置き分析する．
　先行研究としては，Miura and Oue [2000] ではロジスティック分布等を用いて Value-at-Risk
推定の適合性を検証している．久保田 [2009] ではパラメトリックな Value-at-Risk 推定手法と
して両側指数分布 2 を用いた手法を提案し，正規分布と比較して両側指数分布のパフォーマン
スの良さを示している．本研究では上記 2 文献では扱っていない，双曲線正割分布とジョンソ
ン Su 分布に特に注目している．また，磯貝 [2014] は，切断安定分布を仮定して，その推定を




提と分析手順を述べる．3 節では，Value-at-Risk 推定結果および 3 つの分析結果を述べる．最
後に全体のまとめとしてジョンソン Su 分布を仮定した Value-at-Risk 推定の有効性を考察する．
2　前提と分析手順

















は保有期間を最短の 1 日，信頼水準を一般的な 99％とする．リスクファクターに関しては株
価指数 TOPIX，外国為替 米ドル（USD），ユーロ（EUR），豪ドル（AUD），加ドル（CAD）
とし，日々の対数収益率ベースでの合算とする．本研究においてはこの想定ポートフォリオを
「ポートフォリオ TUEAC」と呼ぶ．評価期間は 2018 年 4 月から 2019 年 3 月までの 1 年間と
する．観測期間は 500 日とし，図表 1，図表 2 で示したように 2016 年 1 月から 2019 年 3 月ま
図表 1　観測データの推移（2016.01-2019.03）
※  2016 年 1 月から 2019 年 3 月までのデータのうち，－3% 以下となるのは 2016 年 6 月 24 日
だけとなり，これは英国の EU 離脱が国民投票により決定した日である．値は－5.805% であ



















4　 条件付きアプローチと無条件アプローチについては磯貝 [2014] を参照した．
図表 2　取得データのヒストグラム








































　Value-at-Risk 推定の計算結果については図表 3 に示した．予想していたように当初はリスク
量が大きくなるが，徐々に小さくなっていく．7 月と 11 月に大きく低下して，約 1 ヵ月間低位
安定となり， 12 月下旬に 2 回のマイナス変動を受けて，この評価期間では唯一の上昇となる． 
図表 3 上図を見ればわかるように，正規分布，ロジスティック分布，双曲線正割分布，ラプ
ラス分布を仮定した Value-at-Risk 推定の推移は水準に違いはあるものの推移のしかたはほぼ
同じである．図表 3 中図では対称分布の代表として双曲線正割分布， 4 つのパラメータで形状
が決まるジョンソン Su 分布，そしてヒストリカル法を基準としたブートストラップ法による
Value-at-Risk 推定を図示した．ここでは 2 つの確率分布を仮定した Value-at-Risk 推定とブー
トストラップ法による Value-at-Risk 推定の結果の水準が長い期間において近似していること
に注目した．ジョンソン Su 分布を仮定した Value-at-Risk 推定とブートストラップ法による
Value-at-Risk 推定は 2018 年 7 月から 12 月までの 6 ヵ月間，ほぼ同じ水準となっている．さら
に双曲線正割分布を仮定した Value-at-Risk 推定とブートストラップ法による Value-at-Risk 推













が， 12 月でマイナスとなった．12 月下旬から大きくマイナスとなりその後も 1 月に入り上昇
に転じて一瞬だけプラスなるが，マイナスで横這った．図表 4 右図，標準偏差のグラフは図表
3 で示した対称分布を仮定した Value-at-Risk 推定のグラフとほぼ同じ推移を示している．ここ
では図表 5，6 で示した歪度と尖度の推移を中心に考察していく．
　まず評価期間である 2018 年 4 月から 2019 年 3 月の期間において大きな変動が 3 回発生した．
1 回目は 2018 年 7 月の大きなマイナス変動が抜けるケースである．2 回目は 2018 年 11 月の大








が続けて加わるケースである．これにより，評価期間を 4 つに区分することとする．第 1 期を
2018 年 4 月より 7 月，第 2 期を 7 月より 11 月，第 3 期を 11 月より 12 月末，第 4 期を 2019 年
1 月より 3 月とする．
　観測分布の歪度のグラフにおいて，第 1 期では極端にマイナスに歪んだ分布となっていた






初から尖度が 13 超という異常な値であるが， 7 月までに尖度が 18 付近まで上昇しさらに異常
な状況が続いた．これは極端に大きなマイナス変動と極端に大きなプラス変動を残してその近
辺の大きな変動が徐々に抜けていくことで，尖度が上昇し続けたと判断した．第 2 期では少し
低下したものの尖度は 4 超であり，けっしてレベルが低いとは言えない．第 3 期に入ってよう





が最も多いのはジョンソン Su 分布であり，2 番目は双曲線正割分布となった．この 2 つの合計 
で全体の7割5分となり，4分の3を占める．また，ジョンソンSu分布を仮定した場合の実現値 
の捕捉率も調査して結果を図表 7 に示した．判定 [ 捕捉できる ] は捕捉できているケース，判定
[ 捕捉できない ] は捕捉できていないケース，である．判定 [ 捕捉できる ]，つまりジョンソン 
Su 分布で捕捉できているのは全 250 日中 210 日となり，捕捉率では 84.0％となった．ラプラス 




7　 本研究では適合度検定の 1 つであるアンダーソン・ダーリング検定を利用しており，アンダーソン・
ダーリング検定の統計量等の数式を Appendix B に示した．
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吉　田　洋　一
　図表 8 ～ 11 において各図表左側には，各観測日の観測分布のヒストグラムと予測の密度関
数を表示した．各図表右側には，各観測日の観測分布の累積ヒストグラムと予測の分布関数を
表示した．図表 8 から図表 11 までの見方については，左図，観測分布のヒストグラムと密度
関数では主にヒストグラムの形状変化を比較している．右図，観測分布の累積ヒストグラムと





ポートフォリオ TUEAC 適合回数 適合率








ジョンソン SU 分布 ラプラス分布 双曲線正割分布 ロジスティック分布
回数 捕捉率 回数 捕捉率 回数 捕捉率 回数 捕捉率
捕捉できる 210 84.0 % 156 62.4 % 121 48.4 % 61 24.4 %
捕捉できない 40 16.0 % 94 37.6 % 129 51.6 % 189 75.6 %






　図表 8 左図において 7 月 5 日と 6 日の変化は見ての通り，大きくマイナスに歪んだ分布が少
しプラスに歪んだ分布へとまったく異なった分布形状に変化している．この変化は評価期間で
最も大きな変化となった．原因は前日まで観測分布に入っていた極端に大きなマイナス変動 
－5.805％が観測分布から抜けたことである．右図において 5 日はジョンソン Su 分布では実現
値を捉えているが，双曲線正割分布では捉えきれていない．6 日では両者とも実現値を捉えて
おらず，その乖離は些少となった．

































ジョンソン Su 分布ではまったく捉えきれていない．さらに 20 日では両者とも実現値を捉えて
いない．
　図表 10 左図において 12 月 21 日と 25 日の変化は小さく視覚的にはわかりにくいが，確かに
－2.305％が加わって範囲が少しマイナスに伸びている．右図において 21 日ではジョンソン Su
分布と双曲線正割分布，両方とも少し外れており実現値を捉えていない．25 日ではジョンソン
Su 分布は実現値を捉えているが双曲線正割分布は捉えていない．
　図表 11 左図においても 12 月 28 日と 1 月 4 日の変化は小さく視覚的にはわかりにくいが，
ここでも－2.773％が加わって範囲が少しマイナスに伸びている．右図において 28 日ではジョ
ンソン Su 分布は実現値を捉えているが双曲線正割分布は捉えていない．1 月 4 日ではジョン
ソン Su 分布はマイナスの歪みに対応して実現値を捉えている．












　まとめると，図表 8 と図表 9 についてはマイナス変動が抜けることが原因で大きく変動した
ケースであり，変動の瞬間は予測値が実現値を捉えられないこともある．たとえ実現値を捉え
ることができていなくとも実現値との乖離はさほど大きくないことが見てとれる．しかしなが




















ヒストリカル法およびブートストラップ法の 4 回となった．ジョンソン Su 分布が超過回数が
1 回少ないのは 2019 年 3 月 22 日の予測値－1.487 に対して，実現値－1.425％と捉えることが
できたことである．結論としては，ジョンソン Su 分布をはじめ，双曲線正割分布，ラプラス
分布，ヒストリカル法およびブートストラップ法のモデルは有効であると判断できる．特に
ジョンソン Su 分布は超過回数 3 回と最も少なく， 5 つのモデルの中でも一番有効であると判
断した．
　評価期間内の実現値を小さい方から並べて，最小の 3 つの実現値はすべての確率分布および
各手法で実現値を捉えることはできなかった．12 月 28 日の－2.773％，12 月 21 日の－2.305％，
10 月 10 日の－1.463％の 3 つの実現値では予測値が実現値を捉えていない．
4　おわりに
　本研究では，平常時に対応できるリスクモデルとして，ジョンソン Su 分布を仮定した














8　 2018 年 11 月 20 日から 12 月 21 日（尖度：0.75 程度）．
　ここでジョンソン Su 分布を仮定した Value at Risk 推定の特徴を挙げておく．第一に，実現
した観測分布の特徴を反映させた連続分布を仮定している．第二に，観測分布の歪度・尖度の
変動にほぼ対応できる．第三に，ジョンソン Su 分布を仮定した Value at Risk 推定の推定レベ
ルが他のモデルによる推定レベルと一致する期間が長い．第四に，ジョンソン Su 分布を仮定
した Value at Risk 推定は多くの期間において実現値を捉えることができる．
　正規分布・ロジスティック分布・双曲線正割分布・ラプラス分布は対称分布であり， 2 つの
パラメータによってその形状が決まる確率分布である．一方，ジョンソン Su 分布は 4 つのパ
ラメータによってその形状が決まる確率分布である．したがってジョンソン Su 分布による予
測の方が現実の観測分布に近似することが予想できる．
　3-3 適合度の分析結果で示した図表 6 評価期間の適合回数と図表 7 ジョンソン Su 分布の捕




ソン Su 分布による推定値が観測分布を捉えていない期間は 4 月中旬， 7 月初旬， 11 月中旬か
ら 12 月中旬となっており，いずれもマイナス変動が観測期間から抜けたあとの期間であり， 7
月初旬， 11 月中旬から 12 月中旬では尖度が小さい時期 8 が含まれている．つまり観測分布の
形状が尖りの小さい平らな状態では左裾を捉えきれないことが考えられる．
　また， 3-1 Value-at-Risk 推定の計算結果において示した図表 3 Value-at-Risk 推定結果にも注
目した．2018 年 7 月初旬の大きなマイナス変動が抜けたあと， 12 月下旬の 2 回のマイナス変
動の発生した時期までの間，ジョンソン Su 分布を仮定した Value at Risk 推定と双曲線正割分
布を仮定した Value at Risk 推定およびブートストラップ法による Value at Risk 推定のレベル
が近似した．この時期は「平常時」と判断できる時期であり，特に 2 つの確率分布を仮定した
Value at Risk 推定では，歪度・尖度の影響が小さいことがわかる．
　以上により，最初に述べたジョンソン Su 分布を仮定した Value at Risk 推定の 4 つの特徴を







については最尤法により推定している．なお，蓑谷 [2010] と四辻 [2010] を参照している．
ロジスティック分布　累積分布関数の逆関数：F －1（u）= μ + θ ln （ u1－ u）
双曲線正割分布　累積分布関数の逆関数：F －1（u）= μ + 2 θ π  ln （tan（ π2 u））
ラプラス分布　累積分布関数の逆関数：F －1（u）=
  μ + θln 2u
  μ － θln2（1－u）
ジョンソン Su 分布　累積分布関数の逆関数：F －1（u）= λ sinh （ Φ 
－1（u）－γ
      δ      ）+ξ
ジョンソンシステムは，確率変数 X を定数 α , β , γ , δと滑らかな関数 h（y）により
変換した Z=γ+δh（ X－α  β  ） が標準正規分布に従うときの X が属する分布系である．
X がジョンソン Su 分布に従うとする． Y = X－α  β   および ω=exp（ 1 δ2）, Ω=γδとおくと 















AD 統計量 A2 = －∑ni=1 [（2i－1） logpi＋ log（1－
pn+1－i）
             n             ] －n
          修正統計量　　A*=A2（1.0 + 0 . 7 5   n   + 
2 . 2 5
  n2  ）
　　　　　　　 Z（i）=
Xi －Ｘ
    s    , pi =Φ（Z（i） =∫
Z（i）
－∞ 








わち AD 統計量は 0 に近づく．
※修正統計量の右辺のうち，（1.0 + 0.75  n  + 2.25  n2 ）は統計量の右辺において log を取った
ものを元に戻すための近似計算式である．

























レッド ・ ゾーン 10 以上 1.00 99.99%
出所： マーケット・リスクに対する所要自己資本額算出に用いる内部モデル・アプローチに
おいてバックテスティングを利用するための監督上のフレームワーク（日本銀行仮訳）
　累積確率とは，実際の信頼水準が 99％である場合に 250 個の観測データにおいて，超過回
数が一定水準以下となる確率をいう．たとえば，超過回数 4 回に対応する累積確率は，超過回
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This study takes up the Parametric Method and the Historical 
Method in the Value-at-Risk Estimation Method and makes a 
comparative analysis. In particular, we pay attention to the Value-
at-Risk Estimation assuming the Johnson Su distribution with a 
large number of parameters. As a result of the analysis, we were 
able to confirm the effectiveness of the Value-at-Risk Estimation 
assuming the Johnson Su distribution in multiple items including the 
Backtesting.
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